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Abstract :In this papér ;á generalization of the recurrence rela
tions for orthogonal polynomials c..^ iemniscates is given .
Several recu r rence formulas deduced of the descomposition :
Tn P ® K[APPn-HP(z )]--Tn-1 p
® K [Pn (z)] where Tn,p is the orthogo1
nal suplementary subspace from the subspace
	
n_
inlT
are obtained .Finally,two open problems in relatio with th
theory of the n-kernels and the development in Fourier-Jacobi
series for rational functions,respectively,are posed .
En la teoría de polinomios ortogonales sobre lem-
niscatas (véase[3])hemos proporcionado una interpretación de
tipo geométrico para la relación de recurrencia que satisfacen
dichos polinomios basada en la consideración del complemento
ortogonal del subespacio ATñ-h respecto a nn ,donde ifn es el
espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que
n y JA(z)1= R es la ecuación de la lemniscata considerada,don-
de A(z) es un polinomio de grado h con raíces simples y coefi-
ciente conductor unidad . l nReiterando la descomposición 11n=ATiri-h©(ATiri-h )resulta :
TT =APTf ®(A1T )1n®A (A1T _ ln ~. . . . .1%P-1 (ATf - )ln- (P- 1) hn n-hp n-h n 2h n ph
(1)
donde,a efectos de notación designaremos mediante Tn ~ p la suma
de los p últimos subespacios .
De (1) se sigue que iT =APTT ®K[AP P (z)] ®T (2)n n-hp-1 n-hp n,p
donde Pn-hP(z) es el polinomio ortogonal mónico de grado n-hp
relativo a una distribución definida sobre la curva .
Por otra parte,si en la descomposición 1Tn=1Tn-
® K[Pn (z)] aplicamos (1) al primer sumando,resulta
TTn=Ap"n-hp-1 ®K CPn (z)] OTn-1 . p
	
(3)
de Apn_hp-1 respecto a TTn ,se sigue
K[Ap Pn-hp(z)] 0 Tn,p=KIPn(z)] E> Tn-1,P (4)
De (2) y (3),considerando el complemento ortogonal
La existencia de una base natural de (ATn-h)bn
ha sido probada en [3) .Dicha base está formada por los h n-nd-
cleos Kn (z,a¡ i ) asociados a las raíces o(i i=1, . .h de A(z) .Asimis
mo se ha obtenido otra base de dicho complemento ortogonal,que
designamos 0n
i
(z) i=1, . .h caracterizada por la condición geomé-
trica siguiente:Kn (z,o(i ) 0 (n (z)= S, ,j
.Una interpretación de esta
base en términos de la teoría de interpolación aparece en [3] .
Con estos aspectos previos,planteamos varias
cuestiones abiertas de las que en el presente trabajo damos so-
lución a la primera de ellas :
a)De la descomposición (4),obtener expresiones de recurrencia
entre elementos de cada uno de los sumandos .Aparece una genera-
lización de las expresiones de recurrencia obtenidas en[2]y[3]
que deno"inarertos f6rrilulas de p-recurrencia .
b)De la descomposición (1),estudiar fórmulas análogas de p-su-
mación que generalicen las obtenidas en_ [21 y [3) y analizar
consecuencias relativas a la distribución de los ceros de los
polinomios ortogonales .
c)De acuerdo con la descomposición (1),estudiar el desarrollo
en serie de Fourier-Jacobi para funciones racionales del tipo
P(z) dónde grad P(z)sh .Esta cuestión presenta un gran inte
(A(z))k
_
rés desde un punto de vista teórico funcional dada su estrecha
relación con los desarrollos en serie de Laurent-Jacobi(vease
]) .Algunos aspectos de este problema han sido estudiados en
11]para polinomios ortogonales sobre la circunferencia unidad .
As¡ pues,en los términos planteados en a),nues-
tro problema se centra en el estudio de los siguientes desarro
llos : -1 h
i) A(z)P Pn-hp(z)=-~ ZB jI¡A(z) 3 Kn-hj-1 (z,oli )+BnPn (z)
La determinación de los coeficientes se efectUa considerando
productos escalares y aplicando el hecho de que los pa9sumandos
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son ortogonales,de forma que
ll~1 h
	
~
A(z)p Pn-hP(z)= A(z)3(qlpn-hj(a(q) Y'nghj-1(z))+Pn(z)
En el caso p=1 por normalización de los polinomios ortogona-
les,se obtiene la expresión R-II de [3] .En el caso A(z)=z apa-
_ce la expresión I-14 de [21 .
De forma análoga resulta : °
A(Z) 1Kn-hl (z 'ar)=A(z)1Kn-hl-1
(z,«r)+Pn-hl(°lr)
pn(z) +
+ P (~i ) A(z) ~ h P (af
)~(k (.z), ~l
n-hl r j<1 k=1 n-hj k n-hj-1 0<l!5p-1
1ir:$h
Efectuando cálculos sencillos se prueba que i ii .
iii) _1 p (z)= Z
1 A(z) 3 y Pn-hj (erq)In-hj (z) +
e n j = 0 e R2j q=1
n n-hj
+
e
l R2p A(z)p Pn-hp(z)
n-hp
De nuevo,como casos especialmente interesantes,obte-
nemos para p=1 y por normalización de los polinomios ortogona-
les,la expresión R-I de [3] .En el caso A(z)=z aparece la rela
ción I-15 de [2] .Hemos de señalar el caracter independiente de
esta expresión respecto a i)
h
iv) A(z) lK (z,«r) = 2: K («k, <)A(z)l,l(k (z)n-hl-1 k=1 n-hl-1 r
Ylo
1 h : ~
-P n-hl (`(r) C
R21
A(z)pP (z)+
R21
A(z) 3~ pn-hj (~k)`Pnkhj (z)~
R2pen-hp n-hp j>1 R23 en-hj k=1
donde O&1<p-1 ljr$h .
resulta una nueva expresión de recurrencia que es equivalente
*(z) 1p n-hl (z) = A(z) PPn-hp (z) + ~
A(z)3
(~ pn-h 3 (0( (khj (z))k n-
R21 2p 2jen-hl R en-hp j>,l R en-hj k=1
donde 0:1%p-1 l*rjh .
Efectuando un desarrollo para el primer sumando,
De la consideración de i)- . .-iv) surgen 2(hp+1)expresio
nes de p-recurrencia que en esencia se reducen a dos modelos .
Como aplicación interesante,de ¡)se sigue que
Eipn (z)-A(z) PP'n-h (z)U? =R2pen-h -en .Teniendo presente que las
h sucesiones e
p
	
2k p
kh+i/R donde Oái*h-1 son convergentes(véase
g3]) podemos enunciar él siguiente resultado
Proposición . -La sucesión de polinomios Qn-1 (z)=Pn (z)-A(z)Pn-hp(z)
converge a la función cero a.e . sobre la lemniscata si y s61o
152
si las h sucesiones a=
ei
2k
k	dond ip-1 satisfacen la con-k 064
1dici6n ( -®)ak=o((2k)
R
Observamos que la condición de convergencia a cero viene deter-
minada por la configuración geométrica de la curva .
Si R es suficientemente grande,es un hecho conocido(vease £51)
que el recinto interior a la lemniscata es simplemente conexo,
en cuyo caso y de acuerdo con un resultado que figura en [4],
las raices de los polinomios se encuentran en el interior de
la envoltura convexa del-recintq,por lo que parece razonable
enunciar la siguiente conjetura :
P (z)
lim n = A(z) si y solo .si el+hk-o( 11t ) 'p n-h (z) R
.Este resultado es la generalización de uno clásico para la . cir-
cunferencia unidad,que caso de verificarse para lemniscatas
extendería la información sobre propiedades de convergencia .
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